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11-лекция. Решение дифференциальных уравнений в частных производных сеточными

методами. Гиперболические уравнения

Цель лекции – изучение численных методов решения уравнений гиперболического типа. В рамках

курса студенты освоят метод сеток (конечно-разностные схемы), научатся строить аппроксимации для

начально-краевых задач, анализировать их точность, устойчивость и сходимость, а также применять

полученные методы для численного решения задач математической физики и инженерии.
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1 Метод сеток для уравнения параболического типа

Остановимся на простейшем уравнении гиперболического типа, а именно уравнении свободных коле-

баний однородной ограниченной струны:

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, (1.1)

и будем искать решение уравнения (1.1) при заданных начальных и краевых условиях

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = F (x) (0 ≤ x ≤ l) (1.2)

и

u(0, t) = φ(t), u(l, t) = ψ(t) (0 ≤ t <∞). (1.3)

Решим эту смешанную задачу методом сеток [7,8]. Как и в случае параболического уравнения, покроем

полуполосу 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t <∞ прямоугольной сеткой xi = ih, tj = jk (i = 0, 1, 2, . . . , n; j = 0, 1, 2, . . . ),
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где ∆xi = xi+1 − xi = h = l/n (n — целое) и ∆tj = tj+1 − tj = k. На сетке xi, tj приближенно заменим

дифференциальное уравнение (1.1) соответствующим конечно-разностным уравнением.

Пользуясь симметричными формулами для производных, будем иметь

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

k2
= a2

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
. (1.4)

При k = h/a уравнение (1.4) упрощается и принимает вид

ui,j+1 + ui,j−1 = ui+1,j + ui−1,j ,

откуда

ui,j+1 = ui+1,j + ui−1,j − ui,j−1. (1.5)

Из уравнения (1.5) видно, что для получения значений u(x, t) в (j + 1)-м слое используются значения

u(x, t) в двух предыдущих слоях: j-м и (j − 1)-м (рисунок 1). Для начала вычисления по формуле

(1.5) также необходимо знать значения u(x, t) на двух слоях, в то время как начальные условия (1.2)

задают нам значения u(x, t) лишь на нулевом слое j = 0. Однако, используя начальные условия, можно

определить значения u(x, t) на фиктивном слое с номером j = −1.
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Рисунок 1

Для этого заменим производную во втором начальном условии конечно-разностным отношением. Тогда

будем иметь
ui,−1 − ui0

−k
= Fi,

где Fi = F (xi). Отсюда

ui,−1 = ui0 − kFi. (1.6)

Теперь, зная значения u(x, t) на слое j = −1, определяемые с помощью формулы (1.6), можно начать

вычисления. Краевые условия (1.3) используются для получения значений u0j и unj .



Вместо определения значений u(x, t) на слое j = −1 можно вычислить значения u(x, t) на слое j = 1.

Это достигается, например, с помощью формулы Тейлора

ui1 ≈ ui0 + k
∂ui0
∂t

+
k2

2

∂2ui0
∂t2

. (1.7)

Учитывая, что согласно уравнению (1.1) имеем

∂2ui0
∂t2

= a2
∂2ui0
∂x2

,

перепишем формулу (1.7) в другом виде, а именно:

ui1 ≈ ui0 + k
∂ui0
∂t

+
a2k2

2

∂2ui0
∂x2

. (1.8)

Из начальных условий (1.2), предполагая, что f(x) ∈ C(2)[0, l], получаем:

ui0 = fi,
∂ui0
∂t

= Fi,
∂2ui0
∂x2

= f ′′i . (1.9)

Подставляя эти значения в формулу (1.8), окончательно находим

ui1 ≈ fi + kFi +
a2k2

2
f ′′i . (1.10)

Очевидно, формулу (1.10) целесообразно применять в том случае, когда функция f(x) задана анали-

тическим выражением.

Пример. Методом сеток найти приближенное решение уравнения [6]

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
,

удовлетворяющее граничным и начальным условиям

u(0, t) = u(π, t) = 0 (0 ≤ t <∞);

u(x, 0) = x(π − x), ut(x, 0) = 0 (0 ≤ x ≤ π).

Решение. В нашем случае a = 1, поэтому k = h. Выбираем k = h = π/18. С помощью формулы (10)

определим значения ui1. Так как

Fi = 0, f ′′i = −2,

то

ui1 = ui0 − h2 = ui0 − 0,03048.

Дальше решение проводится по формуле(1.5). Полученные значения приведены в таблице 1.



Таблица 1: Значения u(x, t) для волнового уравнения

t x = 0 x = h x = 2h x = 3h x = 4h x = 5h x = 6h x = 7h x = 8h x = 9h

t = 0 0 0,518 0,975 1,371 1,706 1,980 2,193 2,346 2,437 2,467

t = h 0 0,487 0,944 1,340 1,675 1,950 2,163 2,315 2,406 2,437

t = 2h 0 0,426 0,853 1,249 1,584 1,858 2,071 2,224 2,315 2,346

t = 3h 0 0,366 0,731 1,097 1,432 1,706 1,919 2,071 2,163 2,193

t = 4h 0 0,305 0,609 0,914 1,218 1,493 1,706 1,858 1,950 1,980

t = 5h 0 0,244 0,487 0,731 0,975 1,218 1,432 1,584 1,675 1,706

В таблице приведены лишь данные для 0 ≤ x ≤ π/2, так как график решения u = u(x, t) симметричен

относительно плоскости x = π/2.

Замечание 1. Отметим одну особенность уравнения колебаний струны. При решении задачи Коши

для уравнения колебаний струны дифференциальный оператор

L[u] =
∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2

заменяется на сетке при условии, что h = ak, конечно-разностным оператором

Lh[u] =
1

h2
(
ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

)
− 1

k2
(
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

)
(1.11)

(в исходном тексте, видимо, опечатка; привожу стандартную аппроксимацию). Покажем, что в этом

случае функция, являющаяся решением уравнения колебания струны, т. е. удовлетворяющая уравне-

нию

L[u] = 0, (1.12)

является также решением уравнения

Lh[u] = 0.

В самом деле, как известно [1–5], любое решение дифференциального уравнения (1.12) может быть

представлено в виде

u(x, t) = φ(x− at) + ψ(x+ at).

где φ и ψ — дважды дифференцируемые функции. Полагая

xi = ih, tj = jk =
ih

a
,

будем иметь

uij = u(xi, tj) = φ[(i− j)h] + ψ[(i+ j)h].



Подставляя это выражение в формулу (1.11), получим

Lh[u] =
1

h2
{φ[(i− j − 1)h] + ψ[(i+ j + 1)h]− φ[(i− j + 1)h]−

ψ[(i+ j + 1)h]− φ[(i− j − 1)h]− ψ[(i+ j − 1)h] + ψ[(i− j + 1)h] + ψ[(i+ j − 1)h]} ≡ 0.

Замечание 2. Если для уравнения колебаний струны (1.1) краевые условия (1.3) отсутствуют, то

с помощью формулы (1.5) можно построить решение u(x, t) соответствующей задачи Коши лишь в

сеточной области плоскости Oxt, имеющей форму треугольника OAB (рисунок 2), где OB и AB —

характеристики

t =
x

a
, t =

l − x

a
,

проходящие соответственно через точки O(0, 0) и A(l, 0).

x

t

O A(l, 0)

B

t = x/a t = (l − x)/a

Рисунок 2. Область зависимости для задачи Коши

2 Контрольные вопросы

1. Что понимается под уравнениями гиперболического типа? Приведите примеры.

2. Сформулируйте классическую задачу Коши для одномерного волнового уравнения.

3. Что такое разностная схема? Какие основные элементы она включает?



4. Как вводится сетка по пространству и времени? Определите шаги h и τ .

5. Запишите явную разностную схему для одномерного волнового уравнения.

6. Запишите неявную разностную схему для гиперболического уравнения.

7. Что такое аппроксимация разностной схемы? Как определяется порядок аппроксимации?

8. В чем заключается метод прогонки для решения разностных уравнений?

9. Какие особенности возникают при решении нелинейных гиперболических уравнений?

10. Какие существуют методы повышения устойчивости разностных схем?

3 Список литературы

Для получения дополнительных и более полных сведений студентам рекомендуется обратиться к ли-

тературе [1–24].
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